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Théoréme — Pour toute fonction f'a valeurs réelles, définie et continue sur un segment [a , b], avec
a < b, il existe un réel ¢ dans Ja , b[ vérifiant :

b
f0) = 5= [ f=) =

En utilisant le premier théoreme fondamental de I'analyse, ou alors en court-circuitant la théorie de l'intégrale de
Riemann et en prenant, comme définition de l'intégrale d'une fonction continue sur un intervalle, la variation sur cet
intervalle de I'une quelconque de ses primitives (donc en admettant qu'il en existe), le théoréme de la moyenne
devient une simple reformulation du théoréme des accroissements finis.

En effet, si F' est une primitive de f, alors le théoréme des accroissements finis pour F’ fournit I'existence d'un réel ¢
strictement compris entre a et b tel que

F(b) — F(a)

F'(c) =
()= —=—=,

b
ce qui est le résultat souhaité puisque F'=fet F(b) — F(a) = / f(z) dz.
a

e Cv s lomsde  du Ferekon:

Soient X un ensemble1, (Y, d) un espace métrique, et 4 un sous-ensemble de X. Soient ( f,, )nen une suite de
fonctions définies sur X et & valeurs dans Y, et f'une fonction définie sur X a valeurs dans Y. On dit que la suite (f},),,
converge uniformément vers f'sur 4 si:

(1) Ye>0 3N, eN VneN [n>N,=VzeAdf.(z),f(x)) g

On a le résultat fondamental suivant :

Si (f,,),, est une suite de fonctions continues
convergeant uniformément sur X vers une fonction f
alors f'est continue sur X.

o

22 24 2 28 30 32 34
Exemple : la limite simple (en rouge) des fonctions =
continues (en vert) fy(x) = sin”(x) est discontinue, donc la
convergence n'est pas uniforme.

0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 2

Ou encore (par contraposition) une fonction discontinue ne
peut pas étre limite uniforme de fonctions continues.

Démonstration [masquer]
Montrons la continuité en un point a fixé. Soit € > 0 donné. Il existe un entier N tel que

vz € X,d(fn(z), f(z)) <e.
La fonction fx étant continue en a, il existe un ouvert U contenant a tel que

V& € U,d(fN(:c), fN(a)) <e.

Alors,

Ve e U d(f(z),f(a)) < d(f(z), fr(x)) +d(fn (), fx(a)) +d(fn(a), f(a)) < 3e.
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